Таблица 3. 2 – Координаты вектора 
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Если угол 
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Тема 14 Формула Остроградского-Гаусса, формула Стокса
14.1 Формула Остроградского-Гаусса

14.2 Формула Стокса

14.1 Формула Остроградского-Гаусса

Формула Остроградского-Гаусса устанавливает связь между поверхностными интегралами 2-го рода по замкнутой поверхности и тройными интегралами по пространственной области, ограниченной этой поверхностью.

Теорема 1 Пусть 

1) 
[image: image34.wmf]Q

 – элементарная относительно оси 
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 замкнутая область, ограниченная поверхностью 
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2) функции 
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 непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка в области 
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Тогда справедлива формула Остроградского-Гаусса
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Формула Остроградского-Гаусса справедлива для любой области 
[image: image42.wmf]Q

, которую можно разбить на конечное число элементарных областей. Также формулу Остроградского-Гаусса можно использовать для вычисления поверхностных интегралов 2-го рода по замкнутым поверхностям.

Для вычисления объема тела, ограниченного замкнутой поверхностью 
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14.2 Формула Стокса

Формула Стокса устанавливает связь между поверхностными интегралами и криволинейными интегралами.

Теорема 2 Пусть 

1) 
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 поверхность, заданная уравнением 
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2) 
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 – контур, ограничивающий область 
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, являющаяся контуром, ограничивающим область 
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3) функции 
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 непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка на выбранной стороне поверхности 
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Тогда имеет место формула Стокса
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Следствие. Если 
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2) подынтегральное выражение представляет собой полный дифференциал некоторой функции 
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Формула Стокса справедлива для любой области, которую можно разбить на конечное число элементарных областей указанного вида.

Учитывая, что 
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формулу Стокса можно записать в виде:
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Данную формулу легко запомнить, используя для подынтегрального выражения определитель:
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Тема 15 Скалярные поля
15.1 Понятие о задачах векторного анализа и теории поля
15.2 Определение скалярного поля
15.3 Производная по направлению 

15.4 Градиент скалярного поля
15.1 Понятие о задачах векторного анализа и теории поля

При изучении многих процессов и явлений рассматриваются величины, значения которых определяются выбранной точкой пространства и моментом времени. Если такая величина принимает числовые значения, то, с математической точки зрения, задана скалярная функция точки и времени, если векторные – векторная функция точки и времени
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Раздел математики, в котором изучаются функции вида 
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, называют векторным анализом. В физике, электротехнике, теориях тепло- и массопереноса, упругости и пластичности методы векторного анализа используются для изучения скалярных и векторных полей, которые рассматриваются в качестве математических моделей конкретных процессов и явлений. Если процесс не зависит от времени (стационарный), то характеризующая его функция 
[image: image82.wmf]U

 не зависит от параметра 
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15.2 Определение скалярного поля

Стационарным скалярным полем называется пространство ℝn (или его часть – область 
[image: image84.wmf]Q

), в каждой точке 
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 которого определена скалярная функция
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Функция 
[image: image87.emf](
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 независимо от ее физического смысла называется потенциалом скалярного поля. 

Скалярными полями являются поле температур тела, поле плотности заряда на поверхности или в среде, поле плотности масс тела и другие.
Основными характеристиками скалярного поля являются: поверхности (линии) уровня, производная по направлению и градиент. 

Поверхностью уровня скалярного поля называется множество точек, в каждой из которых его потенциал 
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 сохраняет постоянное значение.

В пространстве ℝ3 уравнение поверхности уровня (эквипотенциальной поверхности) записывается в виде
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где постоянная величина 
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 принимает такие значения, при которых данное равенство имеет геометрический смысл. 

В пространстве ℝ2 рассматривают линии уровня, уравнения которых имеют вид
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15.3 Производная по направлению 

Пусть в области 
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 задано скалярное поле 
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 и какое-либо фиксированное направление, определяемое единичным вектором 
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 (рисунок 3.20). 
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Рисунок 3.20 – Изменение потенциального поля 
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Производной по направлению вектора 
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 функции 
[image: image104.wmf](

)

UP

 в точке 
[image: image105.wmf]0

P

 называется предел (если он существует) отношения приращения функции 
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 к величине перемещения 
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Величина 
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 характеризует скорость изменения скалярного поля 
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В пространстве ℝ3 вектор 
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 – направляющие косинусы (рисунок 3.21).

Тогда производная по направлению 
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Рисунок 3.21 – Единичный вектор 
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в пространстве ℝ3
15.4 Градиент скалярного поля

Градиентом скалярного поля 
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 являются соответствующие частные производные функции 
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Следовательно, 

[image: image134.emf]U


l


¶


=


¶




U

l









 EMBED Equation.DSMT4  [image: image135.emf](
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Отсюда следует, что величина 
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 достигает наибольшего значения при 
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=1. Поэтому направление градиента является направлением наибыстрейшего возрастания скалярного поля в точке. 

Поскольку
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то модуль градиента равен наибольшей скорости возрастания потенциала скалярного поля 
[image: image139.wmf](
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Тема 16 Векторные поля 

16.1 Определение векторного поля
16.2 Поток векторного поля
16.3 Дивергенция векторного поля
16.4 Циркуляция и ротор векторного поля
16.1 Определение векторного поля

Стационарным векторным полем называется пространство ℝn (или его часть – область 
[image: image140.wmf]Q

), в каждой точке 
[image: image141.wmf]M

 которого определена векторная функция 
[image: image142.emf](
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В пространстве ℝ3 векторная функция 
[image: image143.emf](
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, 
[image: image144.wmf](

)

;;

Mxyz

, определяется проекциями 
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 вектора 
[image: image148.wmf](
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 соответственно на координатные оси 
[image: image149.emf]Ox




Ox

, 
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Будем считать, что 
[image: image153.wmf](
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 являются непрерывно дифференцируемыми функциями координат точки 
[image: image156.wmf]M

. Тогда векторная функция 
[image: image157.emf](
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 называется непрерывно дифференцируемой в области 
[image: image158.wmf]Q

.

Векторными полями являются:

– электрическое поле системы электрических зарядов, характеризующееся в каждой точке вектором напряженности;

– магнитное поле, создаваемое электрическим током и характеризующееся в каждой точке вектором магнитной индукции;

– поле тяготения, создаваемое системой масс, характеризующееся в каждой точке вектором силы тяготения;

– поле скоростей потока жидкостей, описываемое в каждой точке вектором скорости.

Основными характеристиками векторного поля являются: векторные линии, поток, дивергенция, циркуляция и вихрь.

Векторной (силовой) линией 
[image: image159.wmf]G

 векторного поля 
[image: image160.emf](
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 называется линия, для которой в каждой ее точке 
[image: image161.wmf]M

 вектор 
[image: image162.wmf](
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 направлен по касательной к данной линии.

Векторными линиями в движущейся жидкости являются линии скоростей, в электростатическом поле – силовые линии, в магнитном поле – линии, соединяющие северный и южный полюсы, в поле 
[image: image163.wmf]grad
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 – линии, ортогональные к эквипотенциальным поверхностям скалярного поля 
[image: image164.emf](
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Пусть векторная линия 
[image: image165.wmf]G

 задана уравнением 


[image: image166.emf](


)


(


)


(


)


(


)


rtxtiytjztk


=++


r


rr


r




        rtxtiytjztk



  

.

Тогда вектор 
[image: image167.wmf]drdxidyjdzk
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 в каждой точке направлен по касательной к линии 
[image: image168.wmf]G

 и потому коллинеарен вектору 
[image: image169.wmf](
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. Следовательно, координаты векторов 
[image: image170.emf]dr
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 пропорциональны:
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Данная система дифференциальных уравнений определяет векторные линии поля 
[image: image173.wmf](
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. Общий интеграл системы имеет вид


[image: image174.wmf](
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С геометрической точки зрения данная система задает два семейства поверхностей, которые в совокупности определяют искомые векторные линии. 

Если в некоторой области 
[image: image175.wmf]Q

 для системы уравнений выполнены условия теоремы о существовании и единственности решения задачи Коши, то через каждую точку 
[image: image176.wmf](
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 проходит единственная векторная линия
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Пусть 
[image: image178.wmf](
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 векторное поле в некоторой области 
[image: image179.wmf]Q

 и 
[image: image180.wmf]Q

WÌ

 – двусторонняя гладкая незамкнутая ориентированная поверхность.
16.2 Поток векторного поля

Потоком 
[image: image181.wmf]Õ

 векторного поля 
[image: image182.wmf](
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 через ориентированную поверхность 
[image: image183.wmf]W

 называется число, равное значению поверхностного интеграла 2-го рода:


[image: image184.wmf]andS
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Поток 
[image: image185.wmf]Õ

 зависит от выбора стороны поверхности (направления вектора 
[image: image186.wmf]n

r

) и обладает всеми свойствами поверхностного интеграла 2-го рода.

Поток 
[image: image187.wmf]Õ

 векторного поля 
[image: image188.wmf](
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 через замкнутую поверхность 
[image: image189.wmf]W

 равен сумме потоков по внешней и внутренней сторонам этой поверхности:
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Термин «поток» для введенной скалярной характеристики векторного поля употребляется независимо от физического смысла 
[image: image191.wmf](
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. В частности, он определяет поле линейных скоростей стационарно движущейся несжимаемой жидкости через область 
[image: image192.emf]Q




Q

, ограниченную поверхностью 
[image: image193.wmf]W

. Если 
[image: image194.wmf]0
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, то жидкости вытекает больше, чем поступает, следовательно, внутри области 
[image: image195.emf]Q
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 имеются источники. Если 
[image: image196.wmf]0
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, то внутри области 
[image: image197.emf]Q
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 имеются стоки, так как вытекает меньше жидкости, чем поступает.

16.3 Дивергенция векторного поля

Дивергенцией (расходимостью) 
[image: image198.wmf](
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 векторного поля 
[image: image199.emf](
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 в точке 
[image: image200.emf]M
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 называется скалярная функция, равная 
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Дивергенция характеризует мощность находящегося в точке 
[image: image202.emf]M
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 источника при 
[image: image203.wmf](
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 или стока при 
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. Если 
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, то в точке 
[image: image206.emf]M
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 нет ни источника, ни стока. 

Теорема 1 (Остроградского - Гаусса) Если векторная функция 
[image: image207.emf](
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 непрерывно дифференцируема в области 
[image: image208.wmf]Q

, ограниченной замкнутой поверхностью 
[image: image209.wmf]W

, то поток векторного поля 
[image: image210.emf](
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 через поверхность 
[image: image211.wmf]W

 в направлении внешней нормали равен тройному интегралу по области 
[image: image212.wmf]Q

 от дивергенции этого векторного поля:
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Данная теорема является аналитическим выражением теоремы Остроградского - Гаусса в векторной форме. 

Рассмотрим область 
[image: image214.wmf]Q

Ì

ℝ3, ориентированную линию 
[image: image215.wmf]G

 и векторное поле 
[image: image216.emf](


)


aM


r




  aM



, определенное на 
[image: image217.wmf]G

. И пусть 
[image: image218.wmf]t
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 – единичный вектор касательной к дуге 
[image: image219.wmf]G

.

16.4 Циркуляция и ротор векторного поля

Циркуляцией 
[image: image220.wmf]C

 векторного поля 
[image: image221.emf](
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 вдоль замкнутой ориентированной кривой 
[image: image222.wmf]G

 называется число, равное значению криволинейного интеграла 1-го рода:
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Циркуляция обладает всеми свойствами криволинейного интеграла 1-го рода.

Поместим в поток круглую пластинку с лопастями, расположенными по ее ободу – окружности 
[image: image224.wmf]G

 (рисунок 3.22). 

[image: image225.png]



Рисунок 3.22 – Физический смысл циркуляции

Абсолютная величина циркуляции определяет угловую скорость 
[image: image226.emf]w


r
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 вращения пластинки вокруг оси, проходящей через центр окружности 
[image: image227.wmf]G

. Знак циркуляции показывает, в какую сторону осуществляется вращение относительно ориентации линии 
[image: image228.wmf]G

.

Локальной векторной характеристикой векторного поля, связанной с его вращательной способностью, является ротор (вихрь).

Ротором (вихрем) векторного поля 
[image: image229.emf](
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 в точке 
[image: image230.wmf]0
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 называется векторная функция
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Символическая форма записи 
[image: image232.wmf]rot
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 имеет вид:
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Теорема 2 (Стокса) Циркуляция 
[image: image234.wmf]С

 непрерывно дифференцируемого векторного поля 
[image: image235.emf](
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 по замкнутому положительно-ориентированному контуру 
[image: image236.wmf]G

 равна потоку ротора этого поля через любую гладкую поверхность 
[image: image237.wmf]W

, опирающуюся на 
[image: image238.wmf]G
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Тема 17 Специальные виды векторных полей

17.1 Потенциальное векторное поле

17.2 Соленоидальное векторное поле

17.3 Гармоническое поле

17.1 Потенциальное векторное поле

Векторное поле 
[image: image240.emf](
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 называется потенциальным (безвихревым), если существует такая непрерывно дифференцируемая скалярная функция 
[image: image241.wmf](

)

UM

, что 
[image: image242.wmf](
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. Функция 
[image: image243.wmf](
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 называется в этом случае потенциалом векторного поля 
[image: image244.emf](
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Потенциальное поле является наиболее простым среди векторных полей, так как оно определяется одной скалярной функцией 
[image: image245.emf](
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 независимо от размерности пространства, в котором задано векторное поле. 

Например, в пространстве ℝ3 для потенциального векторного поля
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выполняется равенство


[image: image247.emf](
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Свойства потенциальных векторных полей:

– если векторное поле 
[image: image248.emf](
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, потенциально, то его потенциал 
[image: image249.emf](
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 определяется с точностью до постоянного слагаемого;

– если векторное поле 
[image: image250.emf](
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 задано в односвязной области 
[image: image251.wmf]Q

, то необходимым и достаточным условием его потенциальности является обращение в нуль ротора поля в любой точке 
[image: image252.emf]M
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[image: image253.wmf](
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Примером потенциального поля является поле тяготения.

17.2 Соленоидальное векторное поле

Векторное поле 
[image: image254.emf](
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 называется соленоидальным (трубчатым), если в любой точке 
[image: image255.emf]M
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 дивергенция равна 0:


[image: image256.wmf](
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Свойства соленоидальных полей:

– соленоидальные поля не содержат ни источников, ни стоков;

– из формулы Остроградского – Гаусса следует, что если векторное поле 
[image: image257.emf](
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 соленоидальное, то поток вектора 
[image: image258.wmf](
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 через любую замкнутую поверхность 
[image: image259.wmf]W

 равен нулю;

– (принцип сохранения интенсивности векторной трубки) потоки соленоидального векторного поля через различные сечения векторной трубки равны между собой;

– в соленоидальном векторном поле векторные линии не могут ни начинаться, ни оканчиваться внутри поля. Они либо замкнуты, либо начинаются и оканчиваются на границе поля, либо имеют бесконечные ветви (в случае неограниченного поля);

– в односвязной области в случае соленоидального векторного поля поток вектора 
[image: image260.wmf](
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 через любую поверхность 
[image: image261.wmf]W

, опирающуюся на замкнутый контур 
[image: image262.wmf]G

, зависит не от вида этой поверхности, а только от самого контура 
[image: image263.wmf]G

.

Примером соленоидального поля является магнитное поле, создаваемое током в проводнике.

17.3 Гармоническое поле

Векторное поле 
[image: image264.wmf](

)

aM

r

 называется гармоническим (лапласовым), если оно является как потенциальным, так и соленоидальным.

Гармоническое векторное поле описывается скалярной функцией 
[image: image265.emf](
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, которая является решением уравнения Лапласа:
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Функция, удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется гармонической функцией.
Вопросы для самоконтроля

Определения

1 Что называется интегральной суммой для функции 
[image: image267.wmf](
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f

;

, определенной на кривой 
[image: image268.wmf]AB

?

2 Дайте определение криволинейного интеграла 1-го рода.

3 Сформулируйте определения: а) интегральных сумм для криволинейного интеграла 2-го рода; б) криволинейного интеграла 2-го рода.
4 Какие множества называются клетками в ℝn? 
5 Что называется клеточным множеством в ℝn? 
6 Какие множества называются измеримыми по Жордану? 
7 Что такое мера Жордана?

8 Что такое разбиение множества, и какими свойствами оно обладает?
9 Что называется интегральной суммой функции 
[image: image269.wmf](
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10 Какие суммы называются верхней и нижней суммой Дарбу функции 
[image: image270.wmf](
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11 Дайте определение двойного интеграла.

12 Какие координаты называются криволинейными?

13 Какая область называется односвязной?

14 Дайте определения: а) интегральной суммы, б) нижней и верхней сумм Дарбу для тройного интеграла.

15 Что называется тройным интегралом?

16 Дайте определение поверхностного интеграла 1-го рода.

17 Дайте определение поверхностного интеграла 2-го рода.

18 Что называется поверхностью?

19 Какие поверхности называются простыми? Что называется границе поверхности, внутренней точкой поверхности?

20 Какие поверхности называются замкнутыми? Дайте определение особых и неособых точек поверхности. 

21 Какая поверхность называется гладкой, кусочно-гладкой?

22 Какая плоскость называется касательной к поверхности? 

23 Дайте определение нормального вектора к поверхности. 

24 Дайте определение внешней и внутренней нормалей к поверхности, односторонней и двусторонней поверхности. 

25 Какое поле называется скалярным? Приведите примеры скалярных полей.

26 Что называется поверхностью уровня скалярного поля?

27 Что называется производной по направлению?

28 Что называется градиентом скалярного поля?

29 Какое поле называется стационарным векторным полем? Приведите примеры стационарных векторных полей.

30 Дайте определение векторной линии.

31 Что называется потоком векторного поля? В чем состоит его физический смысл?

32 Что называется дивергенцией векторного поля? В чем состоит физический смысл дивергенции?

33 Что называется циркуляцией векторного поля и в чем состоит ее физический смысл?

34 Что называется ротором векторного поля?

35 Какое поле называется потенциальным? Перечислите свойства потенциальных полей.

36 Какое поле называется соленоидальным? Перечислите свойства соленоидальных полей.

37 Какое поле называется гармоническим?

Формулировки теорем и формулы

1 Перечислите свойства криволинейного интеграла 1-го рода. 

2 Как вычисляется криволинейный интеграл 1-го рода в следующих случаях задания плоской кривой: а) в параметрическом виде; б) в полярных координатах; в) в явном виде?

3 Перечислите геометрические и физические приложения криволинейного интеграла 1-го рода?

4 Перечислите основные свойства криволинейного интеграла 2-го рода.

5 Как вычисляется криволинейный интеграл 2-го рода в случаях: а) параметрического задания; б) явного задания кривой интегрирования?
6 Перечислите свойства клеток в пространстве ℝn. 
7 Перечислите свойства клеточных множеств в пространстве ℝn. 
8 Сформулируйте критерий измеримости множества в ℝn.

9 Сформулируйте необходимое и достаточное условия интегрируемости функции двух переменных.

10 В чем суть критерия интегрируемости?

11 Перечислите свойства двойного интеграла. 

12 Чему равен якобиан при переходе от декартовых координат к полярным?

13 Какие геометрические приложения имеет двойной интеграл?

14 Перечислите, при вычислении каких физических величин используется двойной интеграл.

15 Сформулируйте необходимое и достаточное условия интегрируемости функции 
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16 Перечислите свойства тройного интеграла.

17 Сформулируйте теорему о сведении тройного интеграла к повторному.

18 Сформулируйте теорему о замене переменных в тройном интеграле.

19 Какие координаты называются цилиндрическими? Чему равен якобиан перехода от декартовых координат к цилиндрическим?
[image: image272.wmf]
20 Какие координаты называются сферическими? Чему равен якобиан перехода от декартовых координат к сферическим?
[image: image273.wmf]
21 При вычислении каких величин используется тройной интеграл?

22 Перечислите свойства поверхностного интеграла 1-го рода.

23 Как вычисляется поверхностный интеграл 1-го рода в случаях: а) параметрического, б) явного, в) неявного заданий поверхности?

24 Для вычисления каких величин используется поверхностный интеграл 1-го рода?

25 Перечислите свойства поверхностного интеграла 2-го рода.

26 Как вычисляется поверхностный интеграл 2-го рода?

27 Какой формулой выражается связь между поверхностными интегралами 1-го и 2-го рода?

28 Какие координаты имеет нормальный вектор при векторном задании поверхности, при явном задании поверхности?

29 Запишите уравнение касательной плоскости к поверхности, заданной: а) в векторной форме; б) параметрическими уравнениями; в) в явном виде. 

30 Запишите уравнение нормали к поверхности, заданной: а) в векторной форме; б) параметрическими уравнениями; в) в явном виде.

31 Какое выражение называется первой квадратичной формы поверхности?

32 Как определяется площадь поверхности через двойной интеграл?

33 Запишите формулу для вычисления поверхностного интеграла 1-го рода при условии, что поверхность 
[image: image274.wmf]W

 задана: а) параметрическими уравнениями; б)  явном виде; в) неявно.

34 Как вычисляется поверхностный интеграл 2-го рода?

35 Запишите формулу связи поверхностные интегралы 1-го и 2-го рода.

36 Сформулируйте теорему Остроградского - Гаусса в векторной форме.

37 Сформулируйте теорему Стокса в векторной форме.

Доказательства теорем

1 Сформулируйте и докажите теорему, выражающую связь между криволинейными интегралами 1 и 2-го рода.

2 Сформулируйте теорему и докажите о вычислении двойного интеграла в случае прямоугольной области.

3 Сформулируйте и докажите теорему о вычислении двойного интеграла в случае произвольной области.

4 Сформулируйте и докажите теорему о замене переменных в двойном интеграле. 

5 Доказать формулу Грина.

6 Сформулировать и доказать теорему о независимости криволинейного интеграла от пути интегрирования.

7 Сформулируйте и докажите теорему Остроградского-Гаусса.

8 Сформулируйте и докажите теорему Стокса.

Вопросы и задачи на понимание

1 Назовите общие и различные между свойствами криволинейного интеграла 1-го рода и определенного интеграла?

2 Как вычислить двойной интеграл по области, не являющейся элементарной?

3 Назовите способы задания поверхности. Для каждого способа  задания приведите пример.

4 Приведите пример замкнутой поверхности.

5 Приведите примеры двусторонних и односторонних поверхностей.

6 Запишите формулы для вычисления поверхностного интеграла 2-го рода, в случае, когда поверхность задана: а) параметрическими уравнениями; б) явном виде 
[image: image275.wmf](

)

,

zzxy

=

, 
[image: image276.wmf](

)

,

yyxz

=

, 
[image: image277.wmf](

)

,

xxyz

=

; в) неявно.

Раздел 4 Интегралы, зависящие от параметра

Тема 1 Собственные интегралы, зависящие от параметра

1.1 Определение собственного интеграла, зависящего от параметра

1.2 Свойства собственных интегралов, зависящих от параметра 
1.1 Определение собственного интеграла, зависящего от параметра

Пусть на множестве 
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определена функция 
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Собственным интегралом, зависящим от параметра, называется интеграл вида


[image: image288.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

;

y

y

yfxydx

y

j

F=

ò

,

переменная 
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 называется параметром.

В частности, если 
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1.2 Свойства собственных интегралов, зависящих от параметра
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которая является областью определения функции 
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[image: image309.wmf](

)

y

j

 и 
[image: image310.wmf](

)

y

y

 непрерывны на отрезке 
[image: image311.wmf][

]

;

cd

, причем 
[image: image312.wmf](

)

(

)

yy

jy

£

,

2) функция 
[image: image313.wmf](

)

;

fxy

 непрерывна на множестве 
[image: image314.emf]G




G

.

Тогда интеграл
[image: image315.wmf](

)

(

)

(

)

;

y

y

fxydx

y

j

ò

 есть непрерывная на 
[image: image316.wmf][

]

;

cd

 функция и справедлива формула

[image: image317.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

lim

0

lim

lim;lim;

yy

yy

y

y

yy

yy

fxydxfxydx

y

y

l

jj

®

®

®®

=

òò

.
Теорема 2 (дифференцирование по параметру) Пусть 1) функции 
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Теорема 3 (интегрирование по параметру) Пусть функция 
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Тема 2 Несобственные интегралы, зависящие от параметра

2.1 Определение несобственных интегралов, зависящих от параметра

2.2 Поточечная и равномерная сходимость

2.3 Признаки равномерной сходимости

2.4 Свойства несобственных интегралов, зависящих от параметра

2.1 Определение и сходимость несобственных интегралов, зависящих от параметра

Пусть функция 
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Несобственным интегралом, зависящим от параметра, называется интеграл вида
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где переменная 
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 называется параметром.

Аналогично определяются следующие несобственные интегралы, зависящие от параметра 
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2.2 Поточечная и равномерная сходимость

Несобственный интеграл, зависящий от параметра 
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Поточечная сходимость несобственного интеграла 
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 определяет сходимость его при каждом фиксированном 
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Поскольку 
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то для сходящегося интеграла справедливо равенство 
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Несобственный интеграл, зависящий от параметра, 
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Теорема 1 (критерий Коши) Для того чтобы несобственный интеграл 
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2.3 Признаки равномерной сходимости

Теорема 2 (Вейерштрасса) Пусть существует функция 
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Теорема 3 (Дирихле) Пусть 
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Тогда интеграл
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2.4 Свойства несобственных интегралов, зависящих от параметра

Теорема 4 (непрерывность) Пусть функция 
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Теорема 5 (интегрирование по параметру) Пусть функция 
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Теорема 6 (о перестановке порядка интегрирования) Пусть функция 
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Теорема 7 (дифференцирование по параметру) Пусть функции 
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Тема 3 Интегралы Эйлера
3.1 Определение гамма функции
3.2 Свойства гамма функции
3.3 Определение бета функции
3.4 Свойства бета функции
3.1 Определение гамма функции

Функция 
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называется гамма-функцией, а ее значение представляет собой  интеграл Эйлера. 

3.2 Свойства гамма функции

Гамма-функция обладает следующими свойствами:

– гамма-функция является непрерывной функцией переменной 
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– гамма-функция имеет непрерывные производные любого порядка 
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– (формула дополнения) если 
[image: image521.wmf]01

p

<<

, то 


[image: image522.wmf](

)

(

)

1

sin

pp

p

p

p

G×G-=

;

– (формула Стирлинга) при 
[image: image523.wmf]s

®+¥

 справедливо


[image: image524.wmf](

)

12

s

s

ss

e

p

æö

G+»×

ç÷

èø

.

3.3 Определение бета функции

Функция 
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называется бета-функцией, а ее значение представляет собой интеграл Эйлера. 

3.4 Свойства бета функции

Бета-функция обладает следующими свойствами:

– бета-функция является непрерывной функцией и обладает частными производными любого порядка;

– 
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– (связь гамма- и бета- функций) 
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Тема 4 Интеграл Фурье
4.1 Представление функций интегралом Фурье

4.2 Преобразование Фурье

4.3 Синус и косинус преобразования Фурье

4.4 Свойства преобразования Фурье
4.1 Представление функций интегралом Фурье

Пусть функция 
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Отличие интеграла в смысле главного значения от несобственного интеграла состоит в том, что несобственный интеграл есть
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Очевидно, что, если существует несобственный интеграл, то и существует интеграл в смысле главного значения. Обратное верно не всегда: интеграл в смысле главного значения может существовать, а несобственный интеграл – нет.

Рассмотрим множество 
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4.2 Преобразование Фурье

Интегралом Фурье функции 
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Поскольку
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Отображение 
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, ставящее в соответствие функции 
[image: image558.wmf](

)

fx

 функцию 
[image: image559.wmf](

)

fy

Ù

, называется преобразованием Фурье и обозначается 


[image: image560.wmf][

]

(

)

(

)

Ffyfy

Ù

=

.

Отображение 
[image: image561.wmf]1

F

-

, ставящее в соответствие функции 
[image: image562.wmf](

)

fy

Ù

 функцию 
[image: image563.wmf](

)

fx

 по формуле 


[image: image564.wmf](

)

(

)

1

..

2

iyx

fxvpFyedy

p

¥

-¥

=

ò


называется обратным преобразованием Фурье и обозначается 
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Функция 
[image: image566.wmf][

]

Ff

 называется образом Фурье функции 
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Теорема 11 (формула обращения) Если функция 
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Формула обращения может быть записана в виде
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4.3 Синус и косинус преобразования Фурье

Интеграл Фурье можно записать в виде
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Обратное преобразование Фурье примет вид
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Косинус-преобразованием Фурье называется действительная часть преобразования Фурье:
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Синус-преобразованием Фурье называется мнимая часть преобразования Фурье:
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Очевидно, что 
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Если 
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 – нечетная функция, то функция 
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4.4 Свойства преобразования Фурье

Преобразование Фурье обладает свойствами:
– (линейность) 
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– (преобразование Фурье от сдвига) 
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– (дифференцирование преобразования Фурье) пусть функции 
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– если 
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называется сверткой функций 
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Теорема 12 Если 
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 есть непрерывная ограниченная и абсолютно интегрируемая функция на ℝ.

Теорема 13 Если 
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Свертка обладает свойствами:

– (коммутативность) 
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– (распределительный закон) 
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– (сочетательный закон): 
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Тема 5 Обобщенные функции

5.1 Определение функции Дирака

5.2 Финитные функции

5.3 Пространство обобщенных функций

5.4 Операции над обобщенными функциями

5.1 Определение функции Дирака

Понятие обобщенной функции было вызвано не стремлением к обобщениям, а конкретными физическими задачами, когда обычных функций оказалось недостаточно для описания наблюдаемых явлений. Идею введения проиллюстрируем на следующем примере. Когда говорят о материальной точке массы 1, то это идеализированная модель шара достаточно малого радиуса 
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 и массы 1. Плотность такого шара есть единица, поделенная на объем шара. Если в пространстве нет других масс, то плотность материи в пространстве будет распределена по следующему закону:
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По плотности 
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 нельзя восстановить массу при помощи интегрирования, так как функция 
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Будем рассматривать 
[image: image649.wmf](

)

x

e

d

 как несобственный интеграл, ставящий в соответствие каждой непрерывной в ℝ функции 
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Применяя теорему о среднем, получим:
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 соответствует непрерывной функции 
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Если для любой непрерывной функции выполнено данное равенство, то говорят, что 
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 есть слабый предел 
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При таком подходе по плотности можно восстановить массу точки. Она равна
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Выражение 
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-функцией Дирака.
Носителем функции 
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5.2 Финитные функции

Функция 
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 называется финитной, если она обращается в 0 вне некоторого отрезка.

Пусть 
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 есть множество финитных и бесконечно дифференцируемых на ℝ функций. Очевидно, что 
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 есть линейное пространство.
Будем говорить, что последовательность функций 
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, если выполнены следующие условия:
1) носители всех функций 
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Обозначается: 
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5.3 Пространство обобщенных функций

Линейное пространство 
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 с введенной выше сходимостью называется пространством основных функций.
Покажем, что функция 
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принадлежит пространству
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Действительно, односторонние производные всех порядков справа и слева в точках 
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[image: image696.wmf](

)

x

e

j

 – финитная, так как 
[image: image697.wmf](

)

[

]

e

e

j

e

;

supp

-

=

x

. Значит, 
[image: image698.wmf](

)

x

e

j



 EMBED Equation.3  [image: image699.wmf]Î


[image: image700.wmf]D

. На рисунке 3.23 изображена данная функция при различных 
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Рисунок 3.23 – График функции 
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Обобщенной функцией 
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ℝ называется функция, для которой выполнены следующие условия:

1) каждой функции 
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 сопоставляется число 
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 выполнено равенство
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Множество всех обобщенных функций обозначается через 
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. Множество 
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 является линейным пространством, так как 
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.
В пространстве 
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 выделяется класс регулярных обобщенных функций: функция 
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Обобщенные функции также называются распределениями, так как плотность 
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 распределения вещества неизмерима никаким прибором и представляет собой интеграл 
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Обобщенные функции, не являющиеся регулярными, называются сингулярными.
Например, 
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-функция, определяемая по правилу
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является сингулярной обобщенной функцией.
В самом деле, линейность и непрерывность очевидны. Докажем его сингулярность. Предположим, что она является регулярной обобщенной функцией. Тогда существует такая интегрируемая функция 
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В частности, это равенство должно быть выполнено для функции 
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при любом 
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Поэтому
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С другой стороны, подберем такое 
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Поскольку 
[image: image745.wmf](

)

(

)

0

e

e

j

j

£

x

, то получаем

[image: image746.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

e

dx

x

f

dx

x

x

f

dx

x

x

f

1

0

=

£

=

ò

ò

ò

+

-

+

-

+¥

¥

-

e

e

e

e

e

e

e

j

j

j

,
что противоречит равенству 
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Противоречие доказывает, что 
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Будем говорить, что последовательность 
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 выполнено равенство
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Обозначается: 
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Такая сходимость называется слабой сходимостью.

Пример. Докажем, что в пространстве 
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 абсолютно дифференцируема на всей числовой оси. Тогда 
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Иногда вместо последовательности обобщенных функций 
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 рассматриваются функции 
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В частности, запись 
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Пример. Докажем, что 
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Так как функция 
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 дифференцируема и финитна на ℝ, то, применяя формулу конечных приращений Лагранжа, получаем неравенство:
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Поскольку
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то получим
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Согласно определению это означает, что 
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5.4 Операции над обобщенными функциями

Над обобщенными функциями справедливы следующие операции. 

Операция умножения обобщенной функции на бесконечно дифференцируемую функцию 
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Данная операция линейна и непрерывна из 
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Пример. Покажем, что 
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Производная обобщенной функции. Пусть 
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 существует отрезок 
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Отсюда 
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Производной обобщенной функции 
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 называется обобщенная функция,  определяемая формулой
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Производные высших порядков определяются для обобщенных функций по индукции:
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Отсюда следует, что любая обобщенная функция 
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 бесконечно дифференцируема, причем
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Пример. Найдем производную функции Хевисайда
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При 
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 функция 
[image: image839.wmf](

)

x

s

 является разрывной. Поэтому она не имеет производной в обычном смысле. Однако 
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 является локально интегрируемой, и ее можно рассматривать как обобщенную функцию, действующую на основные функции по правилу
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По определению для любой функции 
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 имеем:
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Отсюда следует, что 
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Видно, что производная в обычном смысле может не совпадать с производной в смысле обобщенных функций.

Операция сдвига аргумента для обобщенных функций. Пусть 
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Если 
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Хотя значение обобщенной функции 
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 в точке не определено, но для нее можно формально ввести операцию сдвига аргумента по аналогии с полученной формулой:
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При этом 
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 при любом 
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Для функции Дирака 
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Обобщенные функции используются при решении задач математической физики.
Вопросы для самоконтроля

Определения

1 Дайте определение собственного интеграла, зависящего от параметра.

2 Дайте определение несобственного интеграла, зависящего от параметра.

3 Дайте определения: а) поточечной сходимости, б) равномерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от параметра.

4 Дайте определение гамма-функции.

5 Дайте определение бета-функции.

6 Дайте определение прямого и обратного преобразования Фурье.

7 Что называется сверткой функций?
8 Какие функции называются финитными?

9 Дайте определение пространства основных функций.

10 Что называется обобщенной функцией? Приведите примеры обобщенных функций.
11 Какая обобщенная функция называется а) регулярной, б) сингулярной?
12 Что называется слабой сходимостью обобщенных функций?

Формулировки теорем и формулы

1 Сформулируйте критерий Коши равномерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от параметра.

2 Перечислите свойства гамма-функции.

3 Перечислите свойства бета-функции.

4 В чем суть теоремы обращения?

5 Что называется косинус-, синус- преобразованиями Фурье?
6 Какими свойствами обладает свертка?

7 Перечислите основные операции над обобщенными функциями?
Доказательства теорем

1 Докажите непрерывность собственного интеграла, зависящего от параметра.

2 Докажите дифференцируемость собственного интеграла, зависящего от параметра.

3 Докажите интегрируемость собственного интеграла, зависящего от параметра.

4 Сформулируйте и докажите критерий Коши сходимости несобственного интеграла, зависящего от параметра.

5 Сформулируйте и докажите признак Вейерштрасса равномерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от параметра.

6 Сформулируйте и докажите признак Дирихле равномерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от параметра.
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